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Teorie slozitosti

zabyva se vypocetnimi ulohami
zkouma jejich resitelnost a naro€nost na zdroje
rozlisujeme:

* teorii vypocitatelnosti (ma uloha reSeni? )

* teorii vypocetni slozitosti (pokud ma uloha reseni,

jaké ma naroky na vypocet?)

ulohy se ve vypocetni teorii oznacuji jako problemy
(problém obchodniho cestujiciho, zavazadlovy
probléem,...)

problém je dan mnozinou zadani, kterych muze existovat
nekonecne mnoho

jedno konkrétni zadani oznacujeme jako instanci



Teorie slozitosti — co muzeme zkoumat

* vypocet funkce — ma vzdy jednoznacny vysledek

* rozhodovaci problémy — specialni pripad vypoctu
funkce, kdy nam staci odpoved ano/ne

* optimalizacni problémy — hledame v mnoziné
]E)Fl'pl)(ustnych reseni, takove které splni nejake kriterialni
unkce

* vyhledavaci problémy — hledame libovolny objekt,
ktery splnuje nejakou viastnost



Teorie slozitosti - priklad

* Mé&jme funkci f(x) = 3x? -7y

* QOtazka pro vypocet funkce
* Jaka je hodnota funkce prox=2ay = 1?
* Odpoved: 5

* QOtazka pro rozhodovaci problém
— Muze funkce nabyvat zapornych hodnot?
Odpoved: Ano

* QOtazka pro optimalizacni problém
— pro které hodnoty x a y je hodnota funkce mensi nez 5



Teorie slozitosti

* vypocty vyzaduji ngjake zdroje — nejCastgji Cas a pamet
* rozlisujeme Casovou slozitost a prostorovou (pamétovou
slozitost v zavislosti na velikosti vstupu instance

* Casovou slozitost — pocCet kroku zvoleného modelu
pocitace nutny k vyreseni problému

* prostorova slozitost — pocCet prvku instance nebo pocet
bitu nutnych k zakdédovani instance

* k posouzeni slozitosti problému Ize pfistoupit dvéma
zpusoby:

- nejhorsi pripad
- prumérny pripad



Teorie slozitosti
O — shora neostre omezena slozitost

() — zdola neostre omezena slozitost

©® — z obou stran omezena slozitost
0 — shora ostre omezena slozitost
w — zdola ostre omezena slozitost

nejCasteji se setkame s variantou - O

|I iz n)

2in)




Teorie slozitosti

* presné vyjadreni muze byt velmi narocné

* soustredime se jen na rozhodujici Clen, ktery nam nejvice
ovliviiuje funkci vyjadrujici slozitost

* ostatni Cleny se zanedbaji

Priklad vyjadreni slozitosti

« mejme funkci T, (n), ktera vyjadruje Casovou slozitost
problému
 napfiklad T, (n)=a.n’+b.n*+c.n

 pro libovolne zvolené konstanty a, b, ¢ (v 'rozumnych
mezich') bude funkce T, (n) zavisla na nejrychleji
rostoucim Clenu vyjadrenem velikosti vstupu n

- v tomto pfipadeé plati, ze T, (n) e 0O(n°)



Teorie slozitosti

v soucasne dobe jsou zvladnutelne problemy s
polynomialni slozitosti

problemy vyjadrene exponencialni nebo faktorialovou
slozitosti jsou uz pro malé velikosti vstupu nezvladnutelné

| polynomialni slozitost muze bgt nezvladnutelna, ale se
slozitostmi 700 000n nebo n'9% se setkame zfidka ne-li
vubec

pro vetsinu praktickych problému resitelnych v
polynomialné omezeneém Case zname algoritmy s
relativné nizkym stupnem polynomu

zjednoduSeni - zanedbame rozdily mezi riznymi stupni
polynomialni slozitosti



Teorie slozitosti

a(n) n=10 n=20 n=230 n= 40 n=2>50
n 10 ms 20 ms 30 ms 40 ms 50 ms
n.logn| 10 ms 26 ms 44 ms 64 ms 85 ms
n? 100 ms 400 ms 900 ms 1,65 25s
2" 1s 17 min 12 d 25T 4 - 10%r
h! 1h 8-10"r | 8-107"r [ 3-10%r |1-10%r
n" 115 d 3-10%r | 7-10%r [ 4-10%r |3-10%r

Priklad pro slozitost algoritmu O(g(n)), kde n je velikost
vstupu a jeden vypocet trva 1ms




Priklady na rozhodujici €len

* najdéte rozhodujici Clen

* Aln)=n+5.logn
A(n) € O(n)

° B(n)=n*+2"
B(n) € O(2")

°* C(n)=10n"+ 2n! + 3"
C(n) € O(n")




Teorie slozitosti - vypocetni modely

* jsou definovany vstupem, vystupem a mnozinou
dovolenych operaci

Realizuji se pomoci:
* Turingova stroje
* RAM (Random Access Machine)

* Booleovskych obvodu

c¢asova slozitost — délka vypoctu (poctem kroku)

pamet’ova slozitost - velikost paméti pro vstup délky n v
nejhorsim pripadé



Churchova -Turingova teze

Kazdy algoritmus muze byt vykonan Turingovym strojem.

- libovolny program napsany v konvencnim programovacim
jazyce muze byt transformovan na Turinguv stroj a naopak

- Churchova — Turingova teze neni vétou a tedy nemuze byt
dokazana

Churchova — Turingova teze muze byt vyvracena, pokud
bude objevena metoda akceptovatelna jako algoritmus,
ktery nebude mozno vykonat Turingovym strojem



Turinguv stroj

stroj, ktery pomoci Cteci hlavy zpracovava
potencialne nekonecCnou pasku rozdelenou na bunky

sekvencni pristup k paméti (pasce)

behem jednoho kroku se lze presunout pouze na
sousedni bunku

na zacCatku vypoctu je na pasce ulozen vstup

po ukonceni vypoctu je za vystup povazovan retezec
neprazdnych bunek na pasce

velikost vstupu — pocCet obsazenych bunek pred
zaCatkem vypoctu

Casova slozitost ~ délce vypodctu (pocCet kroku, které
stroj vykona nez se zastavi)

pametova slozitost ~ velikosti pameéti (poCet bunék,
které jsou navstiveny behem vypoctu) pro vstup délky
n v nejhorsim pripade



RAM

°* skladase z:

* programove jednotky

* operacni pameti

* vstupni jednotky

* vystupni jednotky
* operacni pamet se sklada z potencialne

nekonecného mnozstvi adresovanych bunék

* do kazdé bunky Ize ulozit libovolné velké Cislo

* ke kazdé pamétove bunce lze libovolné pristoupit
(rozdil proti T. stroji)

* na pocatku je ve vSech bunkach v operacCni pameti
ulozena nula



RAM

* vstupni jednotka se sklada ze:
* vstupni pasky
* (Cteci hlavy
* cteci hlava po precteni policka pasky se presune na dalsi
poliCko a nevraci se
* vystupni jednotka se sklada z:
* vystupni pasky
* zapisovaci hlavy,

* zapisovaci hlava se po zapsani poliCka na pasku presune
na dalsSi poliCko a opét se nevraci



Booleovské obvody

* vypocet je provaden kombinovanim Booleovskych
hod?ot (0, 1) za pouziti Booleovskych spojek (napf. A,
Vv, T

* jsou konstruovany na urcitou delku vstupu, pripadné
je mozné doplnit kratSi vstup bezvyznamnymi bity



Turinguyv stroj vs. RAM

Turinguyv stroj Ize simulovat pomoci RAM v linearnim
case

RAM Ize simulovat pomoci Turingova stoje v
polynomialnim Case

proto jsou problemy resené v polynomialnim case pro
oba stroje shodné

Algoritmus x Problém

algoritmus je konkrétni realizace reseni daneho problemu

dobry programator by nemél prekrocCit slozitosti algoritmu
slozitost problému, tzn. ze by problem s polynomialni
slozitosti nemel byt resen algoritmem s exponencialni
slozitosti



Rozhodnutelnost problému

Definice: Problem je urcen trojici(IN, OUT, p), kde IN je
mnozina (pripustnych) vstupu, OUT je mnozina vystupu
a p je zobrazeni (funkce) p: IN — OUT.

Mozné stavy:
1) Problém je rozhodnutelny - algoritmus pro dany
problém skoncCi a vyda vysledek.

2) Problém je castecné rozhodnutelny - algoritmus pro
jednu z odpovédi ANO/NE skonc€i a pro druhou je jeho
béh nekonecny.

3) Problem je nerozhodnutelny.



Priklad nerozhodnutelného probléemu
Problém zastaveni (halting problem)
LZnate-li zdrojovy kod programu a jeho vstup, rozhodnéte,
zda program zastavi, nebo zda pobezi navzdy bez
zastaveni,

1936 — Alan Turing dokazal, ze tento probléem je
algoritmicky nerozhodnutelny

Dukaz sporem viz.:



Trida slozitosti

°* mnozina problému s podobnou slozZitosti

Definice: Tfida slozitosti je mnozina problému, které muzou
byt vyreseny abstraktnim strojem M, za pouziti O(f(n))
zdroju R, kde n je velikost vstupu.

® v soucasné dobe je evidovano kolem 450 trid, jejich
seznam je k nalezeni na strance:
http://qwiki.caltech.edu/wiki/Complexity Zoo



Prevoditelnost problému

Problem P, je polynomialné prevoditelny na problem P,,
jestlize existuje Turinguv stroj M s polynomialni ¢asovou
slozitosti, ktery pro libovolny vstup w problemu P, sestroji
vstup w' problemu P,, pricemz plati, ze odpoved na otazku

problemu P, pro vstup w je stejna jako odpoved na otazku
problemu P, pro vstup w'.

Uplnost problémti

O problemu P, ve tridé slozitosti X rekneme, ze je X tezky,
jestlize pro kazdy problem P,eX plati, ze problem P, je
polynomialneé preveditelny na problem P,. Je-li navic P, € X,
rikame, ze P, je X-uplny

L V v v



vztazich mezi nimi

* vetsinou vime, ktera trida je vetsi a obsahuje mené
narocnou tridu
* presto je mozné, ze se nekdy obe tridy rovnaji

Nejdulezitejsi tridy slozitosti

* nejdulezitejsi je trida P - obsahuje problémy, jejichz
reseni je nalezitelné v polynomialnim Case a v praxi
zvladnutelne

* zajimava je trida NP, u které nebylo potvrzeno ani
vyvraceno, zda je rovna tride P



Trida P (PTIME)

* obsahuje zvladnutelné problemy

* existuji pro ni dostatecne rychle, v praxi pouzitelné
algoritmy

* trida P obsahuje problémy, které jsou reseny

deterministickymi Turingovi stroji v polynomialnim Case a
za pouziti neomezeného mnozstvi pameti



Trida NP (NPTIME)

* obsahuje problémy, které jsou reseny
nedeterministickymi Turingovi stroji v polynomialnim Case

* vypocCet muze vétvit do n cest

* prirozvetveni z nichz se kazda moznost overuje |
deterministickym Turingovym strojem, kdyz jedna uspe€je,
pak zname reseni

* cilem je efektivne najit moznou odpoved, ktera se da v
polynomialnim Case overit



Res

Predpokladané vztahy P a NP k ostatnim tridam

NP-

Com plete .

SAT - Boolean satisfiability problem (rozhodovaci problém,
pravdivost logické formule s operatory AND, OR, NOT)



* 1900 David Hilbert prednaska v Parizi na kongresu
matematik

* predstavil 23 v té dobé nevyresenych matematickych
problému - ,ukoly” pro 20. stoleti
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/hilbert/problems.htmi

* 22 vyreseno — zbyva pouze Riemmanova hypoteza
* rozlozeni prvocisel na Ciselné ose (R. zeta funkce)
* dulezité pro kryptografii

* 2000 - Clay Mathemathics Institute vyhlasil na pocet
D. Hilberta sedm problému 3. tisicileti

* 2 problémy maji primou souvislost s kryptografii
http://www.kosmas.cz/knihy/125770/problemy-pro-treti-tisicileti/



(P = NP)?

1) Riemmanova hypotéza
2) vztah mezi tfidami P a NP

Na vyreseni kazdeé otazky byla vypsana odmena ve vysi
1000 000 %

* pravdepodobnée se nerovnaji

* pro vyreSeni jsou dulezité ty nejtézsi problémy v NP a
to NP-uplne

* nalezeni efektivni reSeni NP-uplného problému
znamena, ze P = NP

* rika se, ze ,rovnost by méla fatalni dopady na
kryptografii verejného klice”


http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm
http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm
http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm
http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm
http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm
http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm
http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm
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http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm

Priklady P problému

* test prvocCiselnosti, hledani spoleCného delitele
Priklad: Vystupni hodnota logického obvodu

* zname strukturu logickeého obvodu, hodnoty vstupnich
promennych

® v obvodu je jedna vystupni brana

* jaka je vystupni hodnota logického obvodu?

www.fit.vutbr.cz/~meduna/mti/2004 _05/erlebach.pdf



Priklady NP uplnych problému

Priklad 1: problem obchodniho cestujiciho

* zadano n-mést, vzdalenosti mezi nimi, délka
pozadovaneé trasy

* |ze navstivit vSechny mesta prave jednou, tak aby
nebyla prekroCena délka pozadované trasy?

Priklad 2: problém batohu

* zadan objem batohu, objemy pfedmétu ruzné
velikosti, pozadované procento zaplnéni

* je mozné zaplnit objem batohu z X procent?



Trida co-NP

* problem X je Clenem tridy co-NP pouze tehdy, pokud jeho
doplnék lezi ve tridé NP
* vztahy k ostatnim tridam:

* P je podmnozinou NP a co-NP, rovnost je malo
pravdepodobna

°* NP a co-NP by se rovnez nemely rovnat, coz by
znamenalo, ze NP-uplny nemuze byt v co-NP a
naopak co-NP-uplny nemuze byt v NP

Priklad Co-NP uplného problému:

UrCeni, zda-li je dana boolovska formule tautologii (tzn. bez
ohledu na vstupni kombinaci promennych je vystup
pravdivy) .




Tridy PSPACE a NPSPACE

* podle Savitchova teorému jsou si rovny

* obsahuji mnozinu problému, které muzou byt vyfeseny
deterministickymi nebo nedeterministickymi Turingovi
stroji za pouziti polynomialni velikosti pameti a
neomezeneho mnozstvi Casu

* vztahy k ostatnim tridam
* NL* <« P < NP < PSPACE = NPSPACE

*NL — rozhodnutelné problémy Fesitelné v logaritmickém prostoru
nedeterministickym Turingovym strojem



=

Priklad PSPACE-uplny problém

* QBF (problém pravdivosti kvantifikovanych booleovskych
formuli)

®* formule I x, VX, IX, VX, ...3X, VX, F(X,X,,
, X ), kde 1: ( x12, X 3 , ?(n)je bzoo]eovszﬁé forr1nulze Y
konjunktivni normafni formé
* je dana formule pravdiva?
* dalsi priklady: hry Sokoban, Mahjong



Tridy EXPTIME a EXPSPACE

* jedna se o prokazatelné nezvladnutelne problemy,
neexistuje pro ne polynomialni algoritmus

®* maji exponencialni slozitost, napr. 2"
* vztahy k ostatnim tridam:

* Pc NP ¢ PSPACE c EXPTIME ¢ NEXPTIME <
EXPSPACE

* P c EXPTIME, PSPACE c EXPSPACE,
NP < EXPSPACE, P c EXPSPACE

* pokud P=NP, pak EXPTIME = EXPSPACE



Priklady EXPTIME a EXPSPACE

* priklad EXPSPACE: RE? (ekvivalence regularnich
vyrazu s mocnénim)
* zadany dva regularni vyrazy v nichz je mozné
pouzit mocnéni (Ize psat a2 misto a.a)
* reprezentuji zadané vyrazy tentyz jazyk?

* priklad EXPTIME: zobecnéna hra (Sachy,dama, GO)
* velikost hraci desky libovolna (n x n)
°* muze prvni hra€ vyhrat nezavisle na tazich
soupere?



Trida BPP

* BPP (Bounded error, Probabilistic, Polynomial time)

* problémy feSitelné v polynomialnim Case na
pravdepodobnostnich Turingovych strojich

* pravdepodobnost chyby mensi nez 1/3

* omezime ji nekolikanasobnym provedenim vypoctu

Vztahy k ostatnim tridam:
* BPP = co-BPP, vztah BPP a NP nejasny



Trida BQP

BQP - Bounded error, Quantum, Polynomial Time
problémy resene v polynomialnim case kvantovymi
pocitaci
pravdépodobnost chyby mensSi nez 74
vztahy k ostatnim tridam:

°* BQPo>BPPoP

°* BQP < PSPACE




Dotazy




